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Euklidische Vektorraume
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Maschinelles Lernen = Lernen aus Daten

z.B. Bildklassifikation, Spamerkennung, DNA-Segmentierung, ...
Vorgehensweise:
1 Extraction von Merkmalen und Reprasentation als Vektoren

2 Anwendung von Methoden aus Linearer Algebra, Stochastik, ... um
aus den Datenpunkten zu lernen

3 Anwendung des Gerlernten

Beispiel: k-Nearest-Neighbor-Klassifikation

@
P NN
® ‘ o Gegeben sind Trainingsdaten und
| ] ® ‘ dazugehdorige Labels
® o Ein (nicht gesehener) Testdatenpunkt
® v erhalt das label seiner k-nachsten

Nachbarn
. *
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Vektorraume

Vektoren sind ...
o die Elemente eines Vektorraums
o kénnen miteinander addiert werden

o kdnnen mit einem Skalar multipliziert werden

Beispiele: R™, Raum der Matrizen, Raum der reellwertigen
Funktionen auf [—1,1], ...

Orthogonale Vektoren
000
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Vektorraume

Definition. Ein reeler Vektorraum ist eine Menge V' zusammen
mit einer Abbildung + : V' x V' — V' (Addition) und einer
Abbildung - : R x V + V (skalare Multiplikation) mit
o (V,+) ist eine abelsche Gruppe ist, d.h.
o Die Addition ist assoziativ und kommutativ

o Es existiert ein Element 0 € V' (" Nullvektor™)
o Zu jedem v € V gibt es ein inverses Element

o Fiiralle v,w € V und A\, € R gilt:
o A(pv) = (Au)v
o lv=v
o A(v+w)=Av+Aw, A+ p)v=Av+pv
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Untervektorraume

Definition. Sei V ein reeller Vektorraum. Eine Teilmenge U C V'
heisst Untervektorraum von V wenn U # () und U abgeschlossen
bzgl. der Addition und der Skalarmultiplikation ist, d.h.

VwweUMNeER:v+weUund A\v el.

Ist U ein Untervektorraum von V, so ist U ein Vektorraum.

Beispiele: alle n-Tupel, die ein bestimmtes Gleichungssystem [Gsen;
Raum der differenzierbaren reelwertigen Funktionen auf [—1,1], ...
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Lineare Unabhangigkeit

Definition. Sie V ein reeller Vektorraum. Die Vektoren
V1i,...,Vn € V heiBen linear unabhangig, wenn

MVi+...+ A vp=0=X\1=...= ), =0

Aquivalent dazu: wenn sich keiner der Vektoren als
Linearkombination der anderen darstellen l3sst.
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Basis & Dimension

Definition. Sei V ein reeller Vektorraum. Vektoren vq,...,vp, € V
bilden eine Basis von V/, wenn sie linear unabhangig sind und wenn
jedes v € V' Linearkombination der vj ist.

Satz und Definition. Je zwei endliche Basen eines reellen
Vektorraumes V' haben gleiche Lange. Diese Lange ist die
Dimension des Vektorraums.

Satz. Ist vq,..., vy eine Basis von V, dann gibt es zu jedem
v € V' genau eine Linearkombination.
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Euklidische Vektorraume

o Zusatzliche Struktur auf Vektorraumen: Lange, Abstand,
Winkel

o = Norm, Skalarprodukt
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Norm - Lange eines Vektors

Definition. Sei V ein reeller Vektorraum. Eine Norm ist eine
Abbildung || - || : V' — R* mit folgende Eigenschaften:

@ [[v[>0und |[v]|=0&v=0
@ ||[v+w| < ||v] + ||w] (Dreiecksungleichung)
@ [IAvi = [Alllv]]

firalle v,w e V,A e R

Beispiele auf R™ :
o 2-Norm ||x[lo = /> 1, @2
o 1-Norm ||x||; = Y7 |4

o max-Norm |[|x||oc = max]"_; |z



Vektorraume Skalarprodukt und Norm Orthogonale Vektoren
000000 00O®0000 000

Skalarprodukt

Standardskalarprodukt im R? :
(x,y) = x"y = z1y1 + w212

Was bedeutet das?

o Es gilt {x,y) = cos(Lx,y) - [[x|[ - [|y|l
o Fir ||x|| =1 : Lange der Projektion von y auf x
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Skalarprodukt

Definition. Sei V ein reeller Vektorraum. Unter einem Skalar -
oder innerem Produkt auf V' versteht man eine Abbildung
(-,-) : V x V = R mit folgende Eigenschaften:

@ bilinear: (Av,w) = A (v, w) = (v, \w) ,
(v+u,w)=(v,w)+ (u,w), (v,w+u) = (v,w)+ (v,u)
@ symmetrisch: (v, w) = (w, V)
@ positiv definit: (v,v) >0und (v,v) =0< v =0
fir alle u,v,w e Vund A e R

Satz (Cauchy-Schwarzsche Ungleichung). Sei (V, (-,-)) ein
euklidischer Vektorraum. Dann gilt

Vv,we V| (v,w) | <|[v]llw]
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Skalarprodukt: Beispiele

o Standardskalarprodukt auf dem R™ :

X, y) i =21y1 + ...+ Tpyn =Xy (x,y € R")

o Auf R™ mit A\q,..., A\, > 0:
(x,y) == x1y1 + ... + AZnln (x,y €R")

o Auf F = Lo(X) ={f: X » R| [y f(z)*dz < 0o}, dem

Raum der quadratlsch integrierbaren Funktionen auf einem
kompakten X C R"

(frg) = /X f@g(@)dr  (f.g€F)
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Skalarprodukt

Definition. Unter einem euklidischen Vektorraum versteht man ein
Paar (V, (-,-)) bestehend aus einem reellen Vektorraum V" und
einem Skalarprodukt (-, -) auf V.

Hilbertraum: Ein reeller oder komplexer Vektorraum zusammen mit einem
Skalarprodukt, der vollsténdig beziiglich der durch das Skalarprodukt induzierten
Metrik ist (d.h. in dem jede Cauchy-Folge konvergiert).
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Euklidische Norm

Satz und Definition. Sei (V, (-,-)) ein euklidischer Vektorraum.
Das Skalarprodukt induziert eine Norm ||v|| := \/(v,v) (v € V),
die euklidische Norm genannt wird.
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Orthogonale Vektoren

Definition. Zwei Vektoren v, w eines euklidischen Vektorraumes
heiBen orthogonal zueinander (v L w) wenn (v, w) = 0.

Definition. Vektoren vy, ..., v, in einem euklidischen Vektorraum
heiBen orthonormal oder Orthonormalsystem wenn ||v;|| = 1 fir
alle 7 und v; L v; fiir i # j.
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Orthonomalbasis

Definition. Eine Basis eines euklidischen Vektorraums aus
orthonormalen Vektoren wird Orthonormalbasis genannt.

Satz. Ist vyq,..., Vv, eine Orthonomalbasis eines euklidischen
Vektorraums (V, (-, -)), so gilt fiir jedes x € V:

n

= Z (x,v) v;

i=1

Das Gram-Schmidtsche Orthogonalisierungsverfahren erzeugt zu jeder Basis eine

Orthonormalbasis, die denselben Vektorraum erzeugt.
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Orthogonale Projektion

Sei (V,(-,-)) ein euklidischer Vektorraum und U ein r
-dimensionaler Untervektorraum mit einer Orthonormalbasis
uy,...,u,. Die orthogonale Projektion eines Vektors v € V auf U
ist gegeben durch




	Vektorräume
	Motivation
	Algebraische Strukturen
	Vektorraum
	Untervektorraum
	Lineare Unabhängigkeit
	Basis & Dimension

	Skalarprodukt und Norm
	Norm
	Skalarprodukt

	Orthogonale Vektoren
	Orthogonale Vektoren
	Orthogonalbasis
	Orthogonale Projektion


