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Arbeitsgruppe Maschinelles Lernen
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Zufallsvariablen

Wahrscheinlichkeit

"nothing but common sense reduced to calculation.” (Laplace)

Die Wahrscheinlichkeit P

> misst relative Haufigkeit auf einer Skala von 0 (nie) bis
1 (immer)
» P(AUB) = P(A)+ P(B) falls AN B =)

Fur unsere Zwecke brauchen wir

» Zufallsvariablen - die Ergebnisse eines Zufallsexperiments -
und

> deren Verteilungen - die relative Haufigkeit der Ergebnisse
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Zufallsvariablen

Diskrete Zufallsvariablen

X e{xr,...,xn}, Y €{y1,...,ym} diskrete Zufallsvariablen
» Randverteilung P(X), P(Y)
» Gemeinsame Verteilung P(X,Y)
» Bedingte bzw. Posteriorverteilung P(X|Y), P(Y|X)

p(X,Y) p(Y)

pXY =1)

. o,

X
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PATEYIEVETEEL ]

Diskrete Zufallsvariablen

» Summenregel:

PX=z)=) PX=1Y=y)
yey

» Produktregel:
PX=z,Y=y)=PY =ylX=2)P(X =1x)
» Bayesregel (2 x Anwendung Produktregel):

PX =z|Y =y)P(Y =y)

PY =y|X =x) = PX=a)
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PATEYIEVETEEL ]

Kontinuierliche Zufallsvariablen

Sei X € R eine reellwertige Zufallsvariable. Eine Funktion
p: R — R heisst Dichte von X falls fur a <b

b
P(X € [a,8]) = / p(w)da
Fir jede Dichte gilt

/ p(x)de =1 und p(z)>0,VzeR

—00
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PATEYIEVETEEL ]

Kontinuierliche Zufallsvariablen

Sei X € R eine reellwertige Zufallsvariable. Die (kumulative)
Verteilungsfunktion Fx : R — R ist definiert durch

Es gilt
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Zufallsvariablen
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PATEYIEVETEEL ]

Kontinuierliche Zufallsvariablen

Veallgemeinerung fiir mehrdimensionale Zufallsvariable X € R%:
» p:R%— R Dichte von X falls

by by
P(X € [a1,b1] x - -+ x [ag, bq]) :/ / p(x)dx

Fir jede Dichte gilt

/ p(x)dx =1 und p(x)>0,Vx € R?
Rd
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PATEYIEVETEEL ]

Kontinuierliche Zufallsvariablen

Seien X € R%, Y € R! zwei Zufallsvariablen mit gemeinsamer
Dichte p, und den Randverteilungen px und py.

> Summenregel:
px(x) = /Rlp(x,y)dy

> Produktregel:
p(x,y) = pY|X=x(Y)p(X)

> Bayesregel:

Pyix=x(y) = bx |YZ<(2§)Y(y)
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PATEYIEVETEEL ]

Unabhangigkeit

Zwei Zufallsvariablen X und Y sind unabhangig wenn

> (Im diskreten:)
P(X =xY =y)=P(X=x)PY =vy)
> (Im kontinuierlichen:)

p(x,y) =px(x) - py(y)
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Erwartungswert und Kovarianz

Erwartungswert
= mittlerer Wert der Funktion einer Zufallsvariablen f(X)

» Ist X eine diskrete Zufallsvariable so ist der Erwartungswert

E(f(X)) =) f)P(X =x)

» Ist X € R? eine kontinuierliche Zufallsvariable so ist der
Erwartungswert

E(f(X)) := / F(p(x)dx

R4

» Der Erwartungswert ist linear:
E(aX +bY) = aE(X) + bE(Y)
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Erwartungswert und Kovarianz

Varianz

Seien X und Y zwei eindimensionale Zufallsvariablen.

» Die Varianz von X ist definiert als
Var(X) := E[(X — E(X))?]
» Die Standardabweichung von X ist definiert als

Std(X) := +/Var(X)
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Erwartungswert und Kovarianz

Kovarianz
Seien X und Y zwei eindimensionale Zufallsvariablen.

» Die Kovarianz von X und Y ist definiert als

Cov(X,Y) =E[(X —EX))(Y —E(Y))]

» Die Korrelation von X und Y ist definiert als

_ Cov(X,Y)
Corr(X,Y) := v/ Var(X)/Var(Y)

Es gilt —1 < Corr(X,Y) < 1.
MaB fiir den linearen Zusammenhang
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Erwartungswert und Kovarianz
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Erwartungswert und Kovarianz

Rechenregeln |

» Verschiebungssatz
Cov(X,Y) = E(XY)-EX)EY)
Var(X) = E(X?) - E(X)?
» Die Kovarianz ist bilinear

Cov(aX +b,cY +d) = acCov(X)
Var(aX +b) = a®Var(X)
Cov( X +2,Y) = Cov(X,Y)+ Cov(Z,Y)
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Erwartungswert und Kovarianz

Rechenregeln |l

Cov(X,Y)? < Var(X) Var(Y)
Var(X +Y) = Var(X) + Var(Y) + 2Cov(X,Y)

Sind X, Y unabhangig, so gilt:

E(XY) = E(X)E(Y)
Cov(X,Y) = 0
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Erwartungswert und Kovarianz

Kovarianzmatrix

Sei X = (X1,...X,)T eine mehrdimensionale Zufallsvariable.
Dann ist ihre Kovarianzmatrix gegeben durch

Cov(X) = E((X -E(X))- (X —E(X))")
E(XXT) - E(X)E(X)T
COV(Xl,Xl) COV(Xl,Xn)

Cov(Xp, X1) -+ Cov(Xp,Xn)

Die Kovarianzmatrix ist
> symmetrisch

> positiv semi-definit
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Normalverteilung

Die Normalverteilung

Eine Zufallsvariable X € R ist normalverteilt, X ~ N (u,0?), wenn

(@) = ﬁexp (_% (x - u)2>

ihre Dichtefunktion ist.

E(X)=n
Var(X) = o
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Normalverteilung

Die Normalverteilung

> Zentraler Grenzwertsatz : Die Summe einer groBen Zahl von
unabhangigen Zufallsvariablen ist annahernd normalverteilt.

» Die Summe normalverteilter Zufallsvarialben ist wieder
normalverteilt

» Paarweise unkorrelierte normalverteilte Zufallsvariablen sind
auch unabhangig.
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