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Matrizen als Lineare Abbildungen

Lineare Abbildungen

Definition. Seien V und W reelle Vektorraume. Eine Abbildung
f:V = W heisst linear wenn

L f(v+w)=f(v)+ f(w) und
2. f(Av) = Af(v)
furallev,w eV und A e R
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Matrizen als Lineare Abbildungen

Lineare Abbildung

Eine Funktion f:V — W, x+— f(x) heisst

» Homomorphismus

> wenn es eine lineare Abbildung zwischen zwei Vektorraumen V
und W ist.

» Isomorphismus
> Wenn die lineare Abbildung bijektiv ist.
» D.h. wenn es eine Umkehrabbildung geben kann.

» Endomorphismus
» wenn W =V ist.
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Matrizen als Lineare Abbildungen

Lineare Abbildungen

Seien V und W reelle Vektorraume, vy, ..., v, eine Basis von V'
und f: V +— W eine linear Abbildung.

Linearitat = fiir jedes v € V gilt:
fV)=Ffavi+..o+ Ave) = A f(vi) + ..+ A f(va)

= Es geniigt die Bilder der Basisvektoren zu kennen, um die ganze
Funktion zu charakterisieren!

= reprasentierbar als Matrix, in der die Koordinaten von v auf
Koordinaten von f(v) abgebildet werden.
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Matrizen als Lineare Abbildungen

Matrizen

Sei g : R™ +— R™ eine lineare Abbildung. Wir wollen sie
charakterisieren durch g(x) = A - x fir x € R” und A eine m x n
Matrix.

ail ... Qin 1 a11x1 + ...+ aipnxy,
g(x) =1 : : I =

am1l --- Qmn Ty Amp1T1 + - -« + AnTn
Wie muss A aussehen?

Es geniigt, die Bilder der Basisvektoren (ey,...,e,) zu kennen.
Die Spalten der Matrix A sind die Bilder der Einheitsvektoren!
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Matrizen als Lineare Abbildungen

Beispiele

Identitatsmatrix [

g : R? — R? Drehung um 90°

g : R? i+ R? Spiegelung an der x-Achse

g : R? — R? Projektion auf die Gerade durch (0,0) und (1,1)

v

v

v

v
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Matrixrechnung

Matrixrechnung

> Addition
» Skalarmultiplikation
» Multiplikation
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Matrixrechnung

Rang

Definition: Der Rang einer Matrix ist die Maximalzahl linear
unabhangiger Spalten (dquivalent: Zeilen).

Der Rang ist die Dimensionalitat des Bildes von der durch A
beschriebenen Abbildung.
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Matrixrechnung

Inverse Matrix

Definition: Eine quadratische Matrix A € R™*"™ ist invertierbar
(regular, nichtsingulir), wenn eine weitere Matrix A~ existiert,
sodass
AA Tt =A"1A=1,.

Es gilt:

» A ist genau dann invertierbar, wenn rang(A) =n

» (A-B)"l=pB"1.4"1

> (AT)—l — (A—l)T

(e b\ (d b
c d ~ ad—bc —c a
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Matrixrechnung

Weiteres

» Spur einer quadratischen Matrix = Summe der
Hauptdiagonalelemente.
Fir A € R™™ und B € R™*" gilt

Spur(AB) = Spur(BA)

» Sind AT, BT € R™™ die transponierten Matrizen zu
A, B e R™"™ und A € R dann

(A+ B)T = AT 4+ BT

A AT =X AT,
(A-B)T =BT . AT
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Matrixrechnung

Wichtige Matrizen

Sei A € R™ ™ eine quadratische, reelle Matrix.

» Aist orthogonal wenn AAT = ATA =1,,.
Orthogonale Matrizen stellen Spiegelungen und Drehungen im
Raum dar.

» Aist symmetrisch wenn A = AT
» Aist antisymmetrisch wenn A = — AT

> A ist diagonal wenn alle Elemente auBerhalb der
Hauptdiagonale 0 sind
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Determinante

Die Determinante einer quadratischen Matrix ist eine Zahl. Was
bedeutet sie anschaulich?

» Absolutbetrag: das Volumen des Parallelotops das durch die
Zeilen- oder Spaltenvektoren aufgespannt wird

» Vorzeichen: Orientierung des Parallelotops
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Determinante

Satz und Definition: Es gibt genau eine Abbildung
det : R™" 5 A — det A € R mit

1. det ist linear in jeder Zeile
2. Ist der (Zeilen- ) rang kleiner als n, so ist det A = 0
3. detl, =1

Diese Abbildung heisst Determinante.
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Determinante - Regeln
Seien A, B € R™*™ zwei quadratische Matrizen und A € R

> Ist A eine Dreiecksmatrix, dann ist die Determinante das
Produkt der Hauptdiagonalelemente von A

» A ist genau dann invertierbar, wenn det A # 0

det AB = det Adet B
det A7! = (det A)~!
det A = det AT

det \A = \"det A

a b
det(c d)-ad—bc

v

v

v

v

v
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