
Übung zur Vorlesung

Maschinelles Lernen 2
Sommersemester 2011

Abteilung Maschinelles Lernen
Institut für Softwaretechnik und

theoretische Informatik
Fakultät IV, Technische Universität Berlin

Prof. Dr. Klaus-Robert Müller
Email: klaus-robert.mueller@tu-berlin.de

Blatt 4 - Finance Faktormodelle und EM
Abgabe bis Montag, 16. Mai 2011, 12:00 Uhr, Briefkasten bei Raum FR6061

Aufgabe 1: Optimierung eines Portfolios mit festem erwartetem Ertrag Für ein Set von N
Aktien wird das Portfolio p gesucht, welches bei einem erwarteten Ertrag von rtarget minimales
Risiko aufweist. Das Risiko wird hierbei durch die Varianz des Portfolios gemessen. Gegeben
sei der Vektor der Erwartungswerte der Erträge der einzelnen Aktien rexp = E [r] sowie die
Kovarianzmatrix C = E

[
(r− rexp)T(r− rexp)

]
.

1. (5 Punkte) Formuliere das Optimierungsproblems. Wie lautet die Kostenfunktion? Wie die
Randbedingung?

2. (5 Punkte) Löse das Optimierungsproblem mithilfe des Lagrange-Formalismus

Aufgabe 2: Schätzen einer t-Verteilung mittels Expectation-Maximization In Finanzanwen-
dungen ist die Annahme normalverteilter Erträge in Faktoranalyse und probabilistischer PCA in
der Regel nicht zutreffend. Eine mögliche Alternative ist die Verwendung von t-Verteilungen.

Im folgenden beschränken wir uns darauf, eine Maximum Likelihood Schätzung der t-Verteilung
von N Datenpunkten (x1, x2, ..., xN) ∈ RD, durchzuführen. Dazu nutzen wir die Eigenschaft,
dass die t-Verteilung als eine besondere Mischung von Gaussverteilungen interpretierbar ist: Um
einen Vektor t aus der t-Verteilung t(µ, Σ, ν) zu erzeugen, erzeugen wir erst einen Skalar τ aus
der Gammaverteilung G(ν/2, ν/2),

p(τ)G(α,β) =
βατα−1

Γ(α)
exp(−βτ). (1)

Hierbei ist Γ(α) die Gamma-Funktion. Deren Form spielt hier keine Rolle, sie stellt lediglich die
Normierung der Wahrscheinlichkeitsdichte dar. Mit diesem τ lässt sich t mittels der Normalver-
teilung N (µ, Σ/τ) generieren.

Nehmen wir also ein Modell mit latenten Variablen an, in dem zu jeder normalverteilten Beobach-
tung xn eine Gamma-verteilte latente Variable τn gehört.

1. (5 Punkte) Zeige, dass die Log-Likelihood der Daten

L(x, τ, µ, Σ, ν) = ln
N

∏
n=1

p(xn, τn|µ, Σ, ν) (2)

=
N

∑
n=1

{
D− 2

2
ln τn −

1
2

ln det(Σ)− D
2

ln 2π − τn

2
(xn − µ)TΣ−1(xn − µ)

+
ν

2

(
ln

ν

2
+ ln τn − τn

)
− ln Γ(

ν

2
)
}

lautet.
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2. (5 Punkte) Formuliere den Maximization-Step. Leite dazu nach den Parametern Σ, µ und ν

ab.
Hinweise:
- Die Gleichung für ν lässt sich nicht geschlossen lösen, gib hier nur die vereinfachte Gleichung an.
In der Praxis ist eine Approximation oder numerische Lösung notwendig.
- Nutze die Matrixableitungen

∂ ln |det(X)|
∂X

= X−1T
und

∂aTX−1b
∂X

= −X−1T
abTX−1T

(3)

3. (5 Punkte) Interpretiere die Gleichungen für Σ und µ.

4. (5 Punkte) Im Expectation-Step bestimmen wir die für den Maximization-Step notwendi-
gen Erwartungswerte. Hier benötigen wir die Erwartungswerte E[τn|xn] und E [ln(τn)|xn].
Zeige dafür, dass p(τn|xn), der posterior von τn, wieder Gamma-verteilt ist – man, sagt, die
Gammaverteilung ist ein konjugierter Prior für die Skalierung der Kovarianzmatrix einer
Normalverteilung.
Hinweis: Bedenke, dass sich die Normierung aus Gleichung (1) ergibt und alle nicht von τn abängigen
Terme ignoriert werden können.
Nutze dann

Y ∼ G(α, β)⇒
{

E[Y] = α/β

−E[ln(Y)] = ψ(α)− ln(β)
, (4)

wobei ψ(y) die Digamma-Funktion Γ′(y)/Γ(y) ist.

Für Fragen zum Übungsblatt bitte in der Google Group http://groups.google.com/group/ml-tu
registrieren und die Fragen an die Mailingliste stellen.
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