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Aufgaben

Zur Erinnerung: In LLE wird zunächst jeder Datenpunkt X1, . . . , Xn als gewichtetes Mittel seiner
Nachbarn Ni ⊆ {1, . . . , n} dargestellt: Es wird die Gewichtsmatrix W bestimmt, die

energy(W ) =
n∑

i=1

∥∥∥∥∥∥Xi −
n∑

j=1

WijXj

∥∥∥∥∥∥
2

minimiert mit den Randbedingungen

j /∈ Ni ⇒Wij = 0 für alle i = 1,. . . , n∑
j

Wij = 1. mit i = 1,. . . , n

1. (Invarianzen, 15 Punkte) Es wurde behauptet, dass die Gewichte Wij invariant unter
Skalierung, Translation und Skalierung sind. Zeige dies, indem Du nachgeweist, dass sich
das Minimum der Energiefunktion nicht ändert, wenn man

(a) Xi → αXi, für ein α > 0

(b) Xi → Xi + t, für einen Vektor t,

(c) Xi → UXi (wobei U eine orthogonale Matrix ist, d.h. UTU = I.)

ersetzt.

2. (Berechnung der Gewichte, 15 Punkte) Für ein festes i sei wi = (WiNi1 , . . . ,WiNiki
)

der Vektor, der aus den Einträgen in der iten Zeile von W besteht, die einem Nachbar
zugeordnet sind. Hierbei bezeichnet ki die Anzahl der Nachbarn von Xi.

(a) Zeige, dass die optimalen Gewichte durch Lösen des folgenden Optimierungsproblems
gefunden werden können:

min
wi

wt
iC

iwi

so dass
ki∑

j=1

wi
j = 1

mit

Ci =
ki∑

j=1

ki∑
`=1

(Xi −XNij
)t(Xi −XNi`

).

(b) Zeige durch die Einführung von Lagrangemultiplikatoren, dass obiges Optimierungs-
problem gelöst wird durch

wi =
(Ci)−1I

It(Ci)−1I
,

wobei I ein Vektor ist, dessen Einträge alle 1 sind.
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